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Résumé :

Nous présentons un code de simulation numérique directe destiné a décrire la dynamique de vor-
tex hélicoidaur comme ceur qui se développent dans le sillage des hélices, des rotors d’éoliennes ou
d’hélicopteres. En imposant une symétrie hélicoidale, les équations de Navier—Stokes 3D incompres-
sibles sont réduites a un probleme 2D que nous résolvons a laide d’une formulation vorticité/fonction
de courant généralisée. Dans ce cadre, nous stmulons la dynamique visqueuse d’un ou plusieurs vortex
hélicoidaux, décrivons leurs états quasi-stationnaires ainsi que leur dynamique auz temps longs. En
particulier, plusieurs types de fusion de deux vortex hélicoidaux sont identifiés.

Abstract :

We herein present a direct numerical simulation code aimed at describing the dynamics of helical
vortices such as those developing in the wake of propellers and wind turbine or helicopter rotors. By
enforcing a helical symmetry, the 3D incompressible Navier—Stokes equations are reduced to a 2D
problem which we solve using a generalised vorticity/streamfunction formulation. In this framework,
we simulate the viscous dynamics of one or several helical vortices and describe quasi-steady states as
well as long-time dynamics. In particular, several types of two-vortexr merging are identified.

Mots clefs : vortex hélicoidal, dynamique tourbillonnaire, simulation numérique di-
recte

1 Introduction

A Tlaval des machines tournantes telles que les hélices, les rotors d’éoliennes ou d’hélicopteres se
développe un systeme de tourbillons hélicoidaux. Ces structures se forment par ’enroulement rapide
de la nappe tourbillonnaire générée en continu au bord de fuite des pales en rotation, et présentent
localement une symétrie hélicoidale se traduisant par une invariance par translation axiale combinée
a une rotation autour du méme axe. Dans la plupart des situations, cette propriété est perdue au
niveau du sillage lointain car des instabilités peuvent s’y développer; dans certains cas, la topologie
de I’écoulement peut changer du tout au tout comme dans le cas du VRS (vortex ring state ou état
d’anneau tourbillonnaire) pour le vol des hélicopteres [4]. Quoi qu’il en soit, il est toujours nécessaire
de décrire précisément I’écoulement hélicoidal de référence qui peut conduire a ces états.

Dans la littérature, ’étude de la dynamique des vortex hélicoidaux [5, 7, 3, 8] est restée confinée au
cadre du fluide parfait et a des modeles pour lesquels la vorticité est toujours alignée avec les lignes
hélicoidales. Nous présentons ici un code numérique original qui s’affranchit de ces restrictions, a
I’exception de la symétrie hélicoidale. En imposant cette derniere dans les équations de Navier—Stokes
incompressibles, on aboutit a un probleme 2D qui prend cependant en compte les effets 3D de courbure
et de torsion des vortex. La résolution est de type 2D, ce qui permet d’accéder a des maillages assez
fins, des nombres de Reynolds élevés, et des temps de résolution tres longs.

Les équations de Navier—Stokes avec symétrie hélicoidale et la formulation numérique sont présentées
en §2. Des résultats concernant des états quasi-stationnaires composés d'un ou plusieurs vortex
hélicoidaux et la dynamique de fusion de deux vortex sont présentés en §3.
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2 Résolution des équations de Navier—Stokes avec symétrie hélicoidale.

Formulation numérique
Un écoulement présente une symétrie hélicoidale de pas 27w L le long d’'un axe donné si son champ
de vitesse reste inchangé par translation axiale de longueur Az suivie d’une rotation d’angle Af =
Az/L autour du méme axe, comme représenté figure la. En d’autres termes, les caractéristiques de
I’écoulement restent invariantes le long des lignes hélicoidales § — z/L = const. L > 0 correspond &
une hélice droite, et L < 0 a une hélice gauche.
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F1G. 1 - (a) Hélice droite de pas réduit L. (b) Base locale hélicoidale.

¢p=0—z/L=cst "¢,

Un champ scalaire f présente une symétrie hélicoidale s’il ne dépend que de deux variables d’espace
r et ¢ = 0 — z/L au lieu des trois variables r, 6 et z. Pour un champ de vecteurs u, la symétrie
hélicoidale signifie qu’il peut étre écrit sous la forme

u = up (1, ¢, t)er(0) + up(r, o, t)ey(r,0) + us(r, o, t)es(r, ) (1)

ol la base orthogonale de Beltrami (e,, e, e,), presentée figure 1b, est telle que

es(r,0) =a(r) {ez + %69] , ep(r,0) =e, x e = a(r) [69 - %ez} , avec a(r) = W (2)

Tout écoulement hélicoidal incompressible peut étre exprimé a ’aide de deux champs scalaires :

u = U’B(T7 @, t) €s + 04(7“>V¢(7“7 ®, t) X €p (3)
ot ugy(r, ¢, t) est la composante de vitesse suivant e, (r, ) et 1(r, ¢, t) est une fonction de courant. Le
champ de vorticité peut, quant a lui, étre exprimé comme suit :

us(r, ¢, t) )

w = wy(r, ¢, t) eB+aV< X €eg. (4)

La composante w; de vorticité suivant e, est liée a la fonction de courant ¢, mais aussi & uy :
202 10 0 1 92
wy =L+ —u,, oul(:)=———(ra’=—())+—-—==(). 5
o= Lo+ 2 0, onL() (re*5:0)) + 72 20 )
La vorticité et la vitesse peuvent donc étre obtenus a partir de deux scalaires seulement : wy(r, ¢, t)

et ug(r, ¢, t). La fonction de courant 1 (r, ¢, t) est esclave de ces variables par la relation (5).

Pour décrire I’évolution de I’écoulement, il faut donc obtenir deux équations dynamiques pour les
variables wy(r, @, t) et uy(r,p,t). Cette formulation est une généralisation de la méthode standard
Y—w utilisée dans le cadre 2D : les équations de Navier—Stokes 3D pour un écoulement a symétrie
hélicoidale peuvent étre réduites aux deux équations dynamiques couplées pour u, (7, ¢, t) et wy(r, @, t)

Oui+ eyl = [L(22) - 220, . (©)
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(7)

La variable ¢ = 6 — z/L étant 2m-periodique, les différents champs peuvent étre exprimés en séries de

Fourier selon cette variable. On introduit donc les modes u\"” (r,t), wgm)(r, t) et on récrit les equations

(6) et (7) pour chaque mode de Fourier m (entier). A partir des modes uggm) (r,t), wj(gm) (r,t) pour

m # 0, on obtient ¥(™)(r,t) pour m # 0 & 'aide de Péquation (5) écrite pour un mode m :

202 10 0 m?
Lmgyym) — _ (m) . =2 (m) VLM () = — 2 27 y) - .
P = —ufm 4 2L ot L) = 2 (a2 ()) - (), ®)

ainsi que des conditions aux limites pour (™ (r, t). L’évolution temporelle du mode u;m) (r,t) est régie

par :

(m) 2
Bpul™ + NLI™ = |Lm (22 ) QEM@I : (9)
«

ol la contribution N ngm) est la transformée de Fourier des termes non linéaires de ’équation (6)

préalablement évalués dans I'espace physique. L’évolution temporelle des modes w](gm) (r,t) avec m # 0
est traitée de maniere similaire. Celle du mode m = 0 est traitée séparément.

Des conditions aux limites doivent également étre imposées sur w, ™ et u, ™) : il gagit de conditions
de régularité en 7 = 0 et de conditions sur la frontiere extérieure située en r = Reyt :

WB(m) (Rext) =0, UB(m) (Rext) =0 pour m 7é 0, UJ(BO) (Rext) = a(Rext) (U;O + 2:[/> . (10)
Le code numérique présenté ici est adapté d’un code pseudo-spectral purement 2D écrit par O.
Daube [1]. L’avance temporelle des modes se fait a 1’aide d’une discrétisation temporelle décentrée
du second ordre. Le traitement des termes visqueux est implicite, celui des termes non linéaires est
explicite grace a une extrapolation de type Adams—Bashforth du second ordre. La discrétisation spa-
tiale se fait a l’aide de maillages décalés de pas dr = Rext/(N, — 1) dans la direction radiale : aux
points r; = (i—1)ér (i = 1,--- , N,) sont définies les grandeurs u,, wy, ¥, u, et wy, alors que les points
rif =ri+6r/2 (i=1,---,N,) servent & définir u, et w,. La discrétisation radiale de I'opérateur L™
ainsi que des termes visqueux se fait a ’aide d’un schéma centré du second ordre. Une discrétisation
en ¢ est utilisée pour le calcul des termes non linéaires et pour la visualisation : on utilise alors une
série de Ny points définis par ¢; = j dp (j =0,--- , Ny — 1) olt 6 = 27/ Ny. Tous les détails peuvent
étre trouvés dans la Ref. [2].

3 Résultats

On simule ici I’évolution d’un unique vortex hélicoidal de pas assez court L = 0.5. Le profil initial est

donné par :
r

0 2, 92 Up Iy
B = — —_ —_ t _— = 3 11
w 7m(2) exp|—(r —rg)*/ag] e . T L (11)

ou Ty =7, rog = (1,0), ag = 0.1. Le nombre de Reynolds est choisi comme Re = I'y/v = 1000. La
simulation numérique est effectuée sur un domain de rayon Reyt = 2, avec un maillage de 512 x 256
points. L’évolution temporelle de la composante hélicoidale de vorticité w, est représentée figure 2.
Pour des temps tres courts, de petit filaments hélicoidaux se forment (¢ = 0.08,0.012) et disparaissent
rapidement (¢t = 0.2,0.4). Le vortex atteint ainsi un état quasi-stationnaire pour ¢ > 0.4, et n’évolue
plus que sur une échelle de temps lente imposée par la diffusion visqueuse et proportionnelle au nombre

de Reynolds.

Mesurer la vitesse angulaire w(t) obtenue par DNS et la comparer avec sa valeur théorique calculée
par la théorie de cutoff est un des tests de validation du code. Les valeurs théoriques sont en fait ici
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F1G. 2 — Convergence d’un vortex hélicoidal unique vers un état quasi-stationnaire : évolution tempo-
relle de w, dans un plan perpendiculaire a ’axe, pour Re = 1000. Le pas de I'hélice est de L = 0.5 et
les parametres a t = 0 sont I'g = 7, 19 = ||ro]| = 1, ap = 0.1

semi-analytiques car leur calcul fait intervenir des grandeurs relatives au coeur tourbillonnaire — sa
taille a(t), sa distance a 'axe ryax(t), sa circulation I'(t) — qui dépendent du temps et sont données
par la DNS. La comparaison présentée figure 3 est satisfaisante une fois que les filaments ont été
détruits et que le vortex a atteint son état quasi-stationnaire. La figure 4 montre en 3D un état
quasi-stationnaire composé de deux vortex hélicoidaux identiques mais décalés d’un demi-tour I'un
par rapport a l'autre. Il est a noter que les cceurs tourbillonnaires, qui apparaissent tres déformés
dans le plan inférieur perpendiculaire & z, sont en fait quasi-circulaires. La stabilité de ces états ne
peut étre déterminée dans le présent cadre : le code numérique présenté ici permet éventuellement de
générer des écoulements de base instables, préalables a de futures études numériques d’instabilité sur
des codes 3D.

Aux temps longs, on sait dans le cas purement bi-dimensionnel (L = o0), que deux vortex identiques
tournent I'un autour de l'autre pendant un temps proportionnel au nombre de Reynolds [6], que leur
distance décroit brutalement et que, apres quelques oscillations rapides, elle s’annule (ici & t = 532),
ce qui indique que les vortex ont fusionné. La distance rpax(t) d'un maximum de vorticité a l'axe z
lors de ce processus est présentée figure 5 (courbe pour L = 00).

Des simulations ont été effectuées au méme nombre de Reynolds Re = 10000 mais avec des vortex
hélicoidaux (L fini). La figure 6 présente I’évolution temporelle de la composante hélicoidale w, de la
vorticité pour les valeurs L = o0, 3,1.3,0.8. Le graphe de la figure 5 montre que diminuer L ralentit
progressivement le processus de fusion. Par exemple, pour L = 2, le temps de fusion devient ¢ = 1404
(en dehors du graphe). La figure 5 révele un autre phénomene : quand on atteint la valeur L = 0.8, la
courbe Tyax(t) change d’aspect et devient fortement perturbée passé ¢ = 300. En effet, en plus de la
symétrie hélicoidale, la condition initiale a deux vortex est invariante par la transformation ¢ — @ +.
Pour les plus grandes valeurs simulées du pas d’hélice (L > 1.2), cette symétrie supplémentaire est
préservée tout au long de ’évolution. En revanche, la dynamique pour L = 0.8, représentée en bas de
la figure 6 montre qu’elle est brisée a une certaine date : un des vortex hélicoidaux vient se placer a
I'intérieur de l'autre (voir ¢ = 350) et leur interaction devient ensuite complexe. Lors de cette brisure
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Fia. 3 — Vitesse angulaire w(t) du vor-
tex hélicoidal lors de la simulation de la fi- ‘ ' _
gure 2. Comparaison entre DNS et théorie Fic. 4 — Etat quasi-stationnaire obtenu pour
semi-analytique de type cutoff deux vortex et représenté en 3D. L = 0.5.

de symétrie, la périodicité azimutale passe de 7 a la valeur 27, et, par conséquent, la périodicité axiale
passe de wL a 2w L. Le phénomene présente des points communs avec l'instabilité sub-harmonique
d’appariement d’une rangée de vortex rectilignes ou d’anneaux tourbillonnaires. La fusion a faible L
implique des spires adjacentes et est tres similaire & la fusion de deux anneaux tourbillonnaires [9], alors
qu’a plus grand L > 1.2, les deux vortex entrent en contact au niveau de l'axe z. Notons finalement
qu’a la valeur intermédiaire L = 1.3, la fusion se fait a t = 5079, sans oscillations de ryax(t) et prend
la forme d’une couronne de vorticité hélicoidale (voir figure 6, L = 1.3, t = 2610 et 4400).
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F1G. 5 — Fusion de deux vortex a Re = 10000 pour differentes valeurs de L : évolution temporelle de
la distance rp.x d’un des vortex a ’axe z. Vortex initiaux : I'o =1, ro = 1, ag = 0.2.

FiG. 6 — Composante hélicoidale de vorticité w, pendant la fusion de deux vortex de pas réduit L a
Re = 10000, aux dates indiquées au-dessus des vignettes. Les vortex initiaux sont tels que I'g = 1,
ro = 1, apg = 0.2.



